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"CTUSBDU
8BWF QSPQBHBUJPO QSPQFSUJFT JO B NFEJVN BSF GVOEBNFOUBMMZ BGGFDUFE XIFO UIJT NFEJVN JT
NPWJOH JOTUFBE PG BU SFTU� *O JTPUSPQJD EJFMFDUSJD NFEJB SPUBUJPO IBT UXP OPUFXPSUIZ
DPOUSJCVUJPOT� POF JT B NFDIBOJDBMMZ JOEVDFE DJSDVMBS CJSFGSJOHFODF XIJDI NBUFSJBMJTFT BT B
SPUBUJPO PG UIF QPMBSJTBUJPO UIF PUIFS JT JNBHF SPUBUJPO XIJDI DPSSFTQPOET UP B SPUBUJPO PG UIF
USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG B XBWF� )FSF XF SFWJFX UIF FGGFDU PG SPUBUJPO JO B NBHOFUJTFE QMBTNB�
8F BMTP QPJOU PVU BQQMJDBUJPOT UP CPUI BTUSPQIZTJDBM QIFOPNFOB BOE MBCPSBUPSZ EFWJDFT� 8F àSTU
TIPX UIBU UIF NFDIBOJDBM FGGFDU PG SPUBUJPO PO QPMBSJTBUJPO JT JO B NBHOFUJTFE QMBTNB
TVQFSJNQPTFE POUP UIF DMBTTJDBM 'BSBEBZ SPUBUJPO BOE UIBU GBJMJOH UP BDDPVOU GPS UIJT OFX
DPOUSJCVUJPO DPVME MFBE UP FSSPST JO UIF JOUFSQSFUBUJPO PG QPMBSJNFUSZ EBUB� 8F BMTP EFNPOTUSBUF
UIBU JNBHF SPUBUJPO JT SFDPWFSFE JO QMBTNBT GPS B OVNCFS PG MPX�GSFRVFODZ NBHOFUJTFE QMBTNB
XBWFT DBSSZJOH PSCJUBM BOHVMBS NPNFOUVN BOE UIBU UIJT QIFOPNFOPO IPMET QSPNJTF GPS UIF
EFWFMPQNFOU PG OFX SPUBUJPO EJBHOPTUJD UPPMT JO QMBTNBT�

,FZXPSET� QMBTNB XBWF BOHVMBS NPNFOUVN SPUBUJPO DJSDVMBS CJSFGSJOHFODF

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

8BWF QSPQBHBUJPO QSPQFSUJFT JO B NPWJOH NFEJVN EJGGFS GSPN
UIPTF JO UIJT TBNF NFEJVN BU SFTU� 5IJT GVOEBNFOUBM SFTVMU XBT
àSTU QPTUVMBUFE CZ 'SFTOFM <�> BOE MBUFS EFNPOTUSBUFE FYQFS�
JNFOUBMMZ CZ 'J[FBV <�> CZ PCTFSWJOH UIF JOUFSGFSFODF QBU�
UFSO GPSNFE CZ MJHIU CFBNT QSPQBHBUJOH BMPOH BOE BHBJOTU
B XBUFS áPX� "T TFFO GSPN BO PCTFSWFS JO UIF MBCPSBUPSZ
GSBNF JO XIJDI UIF NFEJVN JT NPWJOH UIF CFBN QSPQBHBUJOH
BMPOH UIF áPX BQQFBST UP QSPQBHBUF GBTUFS UIBO UIBU QSPQBHBU�
JOH BHBJOTU UIF áPX HJWJOH UIF BQQFBSBODF UIBU UIF MJHIU JT
ESBHHFE CZ UIF NFEJVN� "MUIPVHI 'SFTOFM�T IZQPUIFTJT PG
BFUIFS ESBH QSPWFE UP CF XSPOH UIF QSFEJDUFE GPSNVMB GPS

∗
"VUIPS UP XIPN BOZ DPSSFTQPOEFODF TIPVME CF BEESFTTFE�

UIF ESBHHJOH DPFGàDJFOU IFME BOE XBT MBUFS TIPXO CZ WPO
-BVF UP CF DPOTJTUFOU XJUI SFMBUJWJUZ UIFPSZ <�> BOE UIJT
FGGFDU JT BDDPSEJOHMZ TUJMM SFGFSSFE UP BT MPOHJUVEJOBM 'SFTOFM
ESBH�

8IJMF 'SFTOFM BOE 'J[FBV�T PSJHJOBM XPSL GPDVTFE
FYDMVTJWFMZ PO UIF DBTF PG B MPOHJUVEJOBM MJOFBS NPUJPO UIBU
JT L ‖ W XJUI L UIF XBWF WFDUPS BOE W UIF NFEJVN�T DPOTUBOU
VOJGPSN WFMPDJUZ JO UIF PCTFSWFS�T GSBNF UIF DBTF PG B USBOT�
WFSTF MJOFBS NPUJPO UIBU JT L⊥ W XBT MBUFS DPOTJEFSFE <�>�
*O UIJT DBTF JU JT UIF PQUJDBM QBUI UIBU JT BMUFSFE XJUI B HSPVQ
WFMPDJUZ JO UIF MBCPSBUPSZ GSBNF UIBU OPX IBT B DPNQPOFOU
BMPOH UIF EJSFDUJPO PG NPUJPO PG UIF NFEJVN� " CFBN QBTTJOH
UISPVHI B NFEJVN NPWJOH QFSQFOEJDVMBSMZ UP UIF XBWF WFDUPS
UIVT FYJUT UIF NFEJVN EJTQMBDFE JO UIF EJSFDUJPO PG NPUJPO BT
EFNPOTUSBUFE FYQFSJNFOUBMMZ CZ +POFT <� �>� #Z BOBMPHZ XJUI
UIF MPOHJUVEJOBM FGGFDU JEFOUJàFE CZ 'SFTOFM BOE CFDBVTF UIF
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ESBHHJOH DPFGàDJFOU JT UIF TBNF <� �> UIJT FGGFDU JT SFGFSSFE
UP BT USBOTWFSTF 'SFTOFM ESBH�

" TJUVBUJPO DMPTFMZ SFMBUFE UP USBOTWFSTF 'SFTOFM ESBH
UIPVHI EJGGFSFOU JO UIBU UIF NPUJPO JT OPU VOJGPSN JT UIBU
PG B XBWF QSPQBHBUJOH BMPOH UIF SPUBUJPO BYJT PG B SPUBUJOH
NFEJVN� *OUFSFTUJOHMZ UIJT DPOàHVSBUJPO IBQQFOFE UP IBWF
BUUSBDUFE UIF JOUFSFTU PG 5IPNTPO <�> BOE UIFO 'FSNJ <�>
ZFBST CFGPSF UIF USBOTWFSTF 'SFTOFM ESBH FGGFDU XBT JEFOUJàFE�
5IPNTPO BOE 'FSNJ JOEFFE QPTUVMBUFE UIBU B MJOFBSMZ QPMBS�
JTFE XBWF QSPQBHBUJOH BMPOH UIF BYJT PG SPUBUJPO PG B SPUBU�
JOH NFEJVN TIPVME TFF JUT QMBOF PG QPMBSJTBUJPO SPUBUF� 5IJT
SFTVMU XBT EFNPOTUSBUFE FYQFSJNFOUBMMZ NBOZ ZFBST MBUFS CZ
+POFT XIP FYBNJOFE MJHIU QSPQBHBUJOH BMPOH B SPUBUJOH HMBTT
SPE <��>� "U UIF TBNF UJNF JU XBT JOUFSQSFUFE BT BNFDIBOJDBMMZ
JOEVDFE DJSDVMBS CJSFGSJOHFODF�UIBU JT B EJGGFSFODF JO UIF SFBM
SFGSBDUJWF XBWF JOEFY GPS DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT�
CZ 1MBZFS <��>� #Z BOBMPHZ XJUI MPOHJUVEJOBM BOE USBOTWFSTF
ESBHT UIJT FGGFDU JT PGUFO SFGFSSFE UP BT QPMBSJTBUJPO ESBH�

#FDBVTF DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT DPSSFTQPOET UP
UIF XBWF�T TQJO BOHVMBS NPNFOUVN 	4".
 TUBUFT PG ±!
QPMBSJTBUJPO ESBH DBO CF VOEFSTUPPE BT B QIBTF TIJGU JOUSP�
EVDFE CZ SPUBUJPO CFUXFFO FJHFONPEFT PG PQQPTJUF 4". DPO�
UFOU� &YQBOEJOH PO UIJT JEFB BOE OPUJOH UIBU XBWFT DBO DBSSZ
PSCJUBM BOHVMBS NPNFOUVN 	0".
 JO BEEJUJPO UP 4". <��>
1BEHFUU FU BM QPTUVMBUFE UIBU SPUBUJPO TIPVME TJNJMBSMZ JOUSPEVDF
B QIBTF TIJGU CFUXFFO FJHFONPEFT PG PQQPTJUF 0". DPOUFOU
±M! XIJDI TIPVME NBUFSJBMJTF BT B SPUBUJPO PG UIF USBOTWFSTF
TUSVDUVSF PG UIF XBWF <��>� (FOFSBMJTJOH 1MBZFS�T EFSJWBUJPO UP
XBWFT DBSSZJOH 0". (ÕUUF FU BM TIPXFE <��> UIBU JO UIF DBTF
PG BO JTPUSPQJD EJFMFDUSJD XJUI SFTU�GSBNF XBWF QIBTF JOEFY
O ′
φ(ω)∼ � UIF BOHMF CZ XIJDI UIF QPMBSJTBUJPO BOE UIF USBOT�

WFSTF TUSVDUVSF BSF SPUBUFE JT UIF TBNF BOE FRVBM UP

∆θ =
(
O ′
H− O ′

φ
−�
) Ω-

D
, 	�


XJUI O ′
H UIF SFTU�GSBNF HSPVQ JOEFY PG UIF NFEJVN Ω UIF SPUB�

UJPO GSFRVFODZ PG UIF NFEJVN - UIF QSPQBHBUJPO MFOHUI JO UIF
NFEJVN BOE D UIF TQFFE PG MJHIU� 5IF FGGFDU PG SPUBUJPO PO
UIF XBWF DBSSZJOH 0". LOPXO BT JNBHF SPUBUJPO XBT TVC�
TFRVFOUMZ EFNPOTUSBUFE FYQFSJNFOUBMMZ CZ UBLJOH BEWBOUBHF
PG TMPX�MJHIU DPOEJUJPOT JO B SPUBUJOH SVCZ SPE <��>�

4IPSU PG TJOHVMBS DPOEJUJPOT UIPVHI UIF QPMBSJTBUJPO SPUB�
UJPO BOHMF∆θ JOUSPEVDFE CZ SPUBUJPO JT TNBMM� 5IJT JT CFDBVTF
JO DPOWFOUJPOBM JTPUSPQJD EJFMFDUSJDT O ′

φ(ω) BOE O
′
H BSF UZQJD�

BMMZ O(�) BOE UIF BOHVMBS WFMPDJUZ Ω PG B TPMJE NFEJVN JT
MJNJUFE CZNFDIBOJDBM DPOTUSBJOUT� 2VBOUJUBUJWFMZ +POFT NFBT�
VSFE QPMBSJTBUJPO SPUBUJPOT PG BCPVU � NJDSP SBEJBO BGUFS DSPTT�
JOH GPVS UJNFT B �� DN MPOH HMBTT SPE� 'SPN 	�
 EJSFDUJPOT
UP FOIBODF UIJT FGGFDU DBO CF EJWJEFE JOUP UXP DBUFHPSJFT
OBNFMZ NFEJB XJUI MBSHF HSPVQ PS QIBTF JOEFY BOE IJHIFS
BOHVMBS GSFRVFODZ Ω� 5IF GPSNFS IBT CFFO FYQMPJUFE JO TPMJE
NFEJB CZ DSFBUJOH TMPX MJHIU DPOEJUJPOT UISPVHI FMFDUSPNBH�
OFUJDBMMZ JOEVDFE USBOTQBSFODZ <��m��> PS DPIFSFOU QPQVMBUJPO
PTDJMMBUJPOT <�� �� ��> XIJDI DBO UIFO MFBE UP BO FGGFDUJWF
HSPVQ JOEFY O ′

H JO FYDFTT PG ���� 5IF MBUUFS MFE UP UIF VTF PG

EJMVUF NFEJB OPUBCMZ TVQFS�SPUPST <��m��> UIBU DBO BDIJFWF
Ω∼ ���� SBE T−��

1MBTNBT BSF QBSUJDVMBSMZ JOUFSFTUJOH JO UIJT DPOUFYU JO UIBU
UIFZ DBO JO QSJODJQMF UBLF BEWBOUBHF PG CPUI PG UIFTF PQUJPOT BU
PODF� *OEFFE UIF EJTQFSTJWF QSPQFSUJFT PG QMBTNBT PGGFS PQQPS�
UVOJUZ GPS SPUBUJPO GPS MBSHFS QIBTF BOE HSPVQ JOEFY BOE SPUB�
UJPO JO B QMBTNB DBO CF QSPEVDFE FMFDUSPNBHOFUJDBMMZ SFNPW�
JOH UIF OFFE GPS NPWJOH QBSUT BOE BMMPXJOH JO UVSO GPS IJHIFS
BOHVMBS WFMPDJUJFT� 0O UIF PUIFS IBOE QMBTNBT BSF HZSPUSPQJD
NFEJB TP UIBU SPUBUJPO FGGFDUT PO XBWF�T 4". BSF TVQFSJN�
QPTFE PO 4". QSPQFSUJFT JO UIJT TBNF HZSPUSPQJD NFEJVN BU
SFTU�

*O UIJT QBQFS XF TVNNBSJTF XIBU IBT CFFO MFBSOFE JO SFDFOU
ZFBST BCPVU UIF FGGFDU PG SPUBUJPO PO XBWF QSPQBHBUJPO JO NBH�
OFUJTFE QMBTNBT� 4FDUJPO � àSTU SFDBMMT TPNF CBTJD FMFNFOUT
BOE EFàOJUJPOT PO QSPQBHBUJPO JO B NBHOFUJTFE QMBTNB BU SFTU
BT XFMM BT SFWJFXT UIF UXP NBJO BQQSPBDIFT VTFE UP TUVEZ
QSPQBHBUJPO JO NPWJOH NFEJB� 4FDUJPO � UIFO EJTDVTTFT UIF
FGGFDU PG SPUBUJPO PO UIF XBWF�T QPMBSJTBUJPO UIBU JT UP TBZ
JUT 4". BOE QPJOUT UP EJGGFSFOU FOWJSPONFOUT XIFSF UIFTF
FGGFDUT DPVME CF PG JNQPSUBODF� 4FDUJPO � EJTDVTTFT UIF FGGFDU
PG SPUBUJPO PO UIF XBWF�T 0". BOE DPOTJEFST UIF PQQPSUVOJUJFT
UIJT FGGFDU NBZ IPME GPS SPUBUJPO EJBHOPTUJD QVSQPTFT� 'JOBMMZ
TFDUJPO � TVNNBSJTFT UIF NBJO àOEJOHT PG UIJT TUVEZ�

�� %FGJOJUJPOT BOE NPEFMT

���� $JSDVMBS CJSFGSJOHFODF JO B NBHOFUJTFE QMBTNB BU SFTU

#FGPSF FNCBSLJOH PO UIF BOBMZTJT PG UIF FGGFDU PG SPUBUJPO XF
CSJFáZ SFDBMM B OVNCFS PG EFàOJUJPOT BOE SFTVMUT PO UIF PQUJDBM
BDUJWJUZ PG B NBHOFUJTFE QMBTNB BU SFTU�

'JSTU MFU VT XSJUF

ˆ̄χ(ω) =




χ̄⊥ −Jχ̄× �
Jχ̄× χ̄⊥ �
� � χ̄‖



 	�


UIF TVTDFQUJCJMJUZ UFOTPS PG B DPME NBHOFUJTFE QMBTNB BU SFTU JO
BO JOFSUJBM GSBNF XJUI DPNQPOFOUT

χ̄⊥(ω) =
∑

α

ωQα�

ΩDα
� −ω�

, 	�


χ̄×(ω) =
∑

α

εα
ΩDα

ω

ωQα�

ω� −ΩDα
� , 	�


χ̄‖(ω) =−
∑

α

ωQα�

ω� , 	�


XIFSF ΩDα = |Rα|#�/Nα BOE ωQα = [OαF�/(Nαε�)]�/� BSF
SFTQFDUJWFMZ UIF VOTJHOFE DZDMPUSPO GSFRVFODZ BOE QMBTNB
GSFRVFODZ PG TQFDJFT α BOE εα = Rα/|Rα|� 1BSBMMFM BOE
QFSQFOEJDVMBS EJSFDUJPOT BSF EFàOFE IFSF XJUI SFTQFDU
UP UIF CBDLHSPVOE NBHOFUJD àFME #� = #�F̂[� 4FFLJOH

�
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QMBOF XBWF TPMVUJPOT JO UIF GPSN "= "FYQ[J(L · S−ωU)]
.BYXFMMm'BSBEBZ BOE .BYXFMMm"NQÍSF XSJUF

L×& ′ = ω# ′, 	�


L×) ′ =−ω% ′, 	�


XIJDI XJUI UIF IFMQ PG UIF DPOTUJUVUJWF SFMBUJPOT
% ′ = ε�(1+ ˆ̄χ) ·& ′ BOE # ′ = µ�) ′ DBO CF DPNCJOFE UP HJWF

[(
D�L�

ω� − �
)
1− D�

ω� L⊗ L− ˆ̄χ

]
& ′ = D̂ ·& ′ = � 	�


XIFSF XF VTFE UIBU L× L×=−L�1+ L⊗ L� /PO�USJWJBM TPMV�
UJPOT EFNBOE EFU(D̂) = �� 'PDVTJOH NPSF TQFDJàDBMMZ PO QBS�
BMMFM QSPQBHBUJPO L=5 (�,�,L) UIBU JT B XBWF WFDUPS BMPOH UIF
CBDLHSPVOE NBHOFUJD àFME UIJT DPOEJUJPO XSJUFT

∣∣∣∣∣∣

O� − �− χ̄⊥ Jχ̄× �
−Jχ̄× O� − �− χ̄⊥ �
� � −�− χ̄‖

∣∣∣∣∣∣
= � 	�


XJUI O= LD/ω UIF SFGSBDUJWF JOEFY� 5IF TPMVUJPOT BSF

Ō�(ω) = �+ χ̄⊥(ω)± χ̄×(ω), 	��


BOE POF WFSJàFT UIBU UIF± TPMVUJPOT DPSSFTQPOE SFTQFDUJWFMZ UP
SJHIU�DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE 	3$1
 BOE MFGU�DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE
	-$1
 FJHFONPEFT &= &X(F̂Y± JF̂Z)FYQ[J(L · S−ωU)] XJUI
MFGU� BOE SJHIU�IBOEFE QPMBSJTFE XBWFT EFàOFE IFSF GSPN UIF
QPJOU PG WJFX PG UIF TPVSDF JO UIF EJSFDUJPO PG QSPQBHBUJPO PG
UIF XBWF L� 8F XSJUF BDDPSEJOHMZ

ŌSDQ�(ω) = �+ χ̄⊥(ω)+ χ̄(ω)×, 	��


ŌMDQ�(ω) = �+ χ̄⊥(ω)− χ̄(ω)×. 	��


'SPN 	��
 BOE 	��
 UIF EJGGFSFODF JO XBWF JOEFY ŌSDQ BOE
ŌMDQ PG 3$1 BOE -$1 XBWFT DPNFT GSPN UIF OPO [FSP PGG�
EJBHPOBM UFSN χ̄×� 5IJT EJGGFSFODF JO XBWF JOEFY USBOTMBUFT JOUP
B EJGGFSFODF JO QIBTF WFMPDJUZ Wφ = D/O XIJDI JT UIF TPVSDF PG
B SPUBUJPO PG UIF QMBOF PG QPMBSJTBUJPO PG B MJOFBSMZ QPMBSJTFE
XBWF <��>� "GUFS QSPQBHBUJOH PWFS B EJTUBODF M BMPOH L UIF
QPMBSJTBUJPO IBT CFFO SPUBUFE CZ BO BOHMF

∆φ(ω) = [ŌMDQ(ω)− ŌSDQ(ω)]
ωM
�D

. 	��


5IF QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO QFS VOJU MFOHUI BMTP LOPXO BT UIF
TQFDJàD SPUBSZ QPXFS UIFO XSJUFT

δ(ω)
.
=

∆φ(ω)

M
= [ŌMDQ(ω)− ŌSDQ(ω)]

ω

�D
. 	��


(PJOH CBDL UP 	�
 XF TFF UIBU PUIFS UIBO GPS UIF QBSUJDV�
MBS DBTF XIFSF UIF DPOUSJCVUJPOT UP χ̄× PG UIF EJGGFSFOU TQF�
DJFT α DBODFM FBDI PUIFS UIF CBDLHSPVOE NBHOFUJD àFME #� JT
SFTQPOTJCMF GPS B OPO�[FSP χ̄×� 5IJT VOEFSMJOFT UIF HZSPUSPQJD
OBUVSF PG QMBTNBT BOE UIF BTTPDJBUFE QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO JT

UIF XFMM LOPXO 'BSBEBZ SPUBUJPO <��>� 'BSBEBZ SPUBUJPO JO
QMBTNBT FTQFDJBMMZ JO BTUSPQIZTJDT JT PGUFO DPOTJEFSFE JO UIF
MJNJU UIBU ΩDα ' ω BOE ωQα ' ω <��m��>� *O UIJT MJNJU �(
|χ̄⊥|( |χ̄×| χ̄⊥ < � BOE χ̄× < � TP UIBU OMDQ(ω)! OSDQ(ω)
XIFO #� > � BOE GSPN 	��
 ∆φ> �� 2VBOUJUBUJWFMZ

ŌMDQ(ω)− ŌSDQ(ω)∼
ΩDFωQF�

ω� , 	��


XIJDI GSPN 	��
 ZJFMET UIF DMBTTJDBM TDBMJOH∆φ∝ λ� XJUI λ=
�π/L UIF XBWFMFOHUI� /PUF UIPVHI UIBU UIJT TJNQMF TDBMJOH JT
POMZ WBMJE JO UIF MJNJU UIBU UIF XBWF GSFRVFODZ JT NVDI MBSHFS
UIBO UIF QMBTNB OBUVSBM GSFRVFODJFT ΩDF BOE ωQF�

���� -BCPSBUPSZ WT� SPUBUJOH GSBNF NPEFMMJOH

"GUFS CSJFáZ SFWJFXJOH QSPQBHBUJPO QSPQFSUJFT JO B QMBTNB BU
SFTU XF OPX UVSO UP UIF FGGFDU PG NPUJPO� 8F OPUF SFTQFDUJWFMZ
Σ BOE Σ ′ UIF MBCPSBUPSZ GSBNF BOE UIF QMBTNB SFTU�GSBNF BOE
VTF B QSJNF OPUBUJPO UP SFGFS UP WBSJBCMFT FYQSFTTFE JO Σ ′� 1SF�
WJPVT XPSL BJNJOH BU EFUFSNJOJOH UIF FMFDUSPNBHOFUJD QSPQFS�
UJFT PG B NPWJOH QMBTNB DBO CF EJWJEFE JOUP UXP HSPVQT BDDPSE�
JOH UP XIJDI GSBNF PG SFGFSFODF 	Σ PS Σ ′ 
 JT VTFE�

5IF àSTU HSPVQ HBUIFST TUVEJFT FYBNJOJOH QSPQBHBUJPO JO
UIF QMBTNB SFTU�GSBNF PS SPUBUJOH GSBNF Σ ′� 5IJT JT IJTUPSJD�
BMMZ UIF àSTU NFUIPE VTFE� *O UIF QBSUJDVMBS DBTF PG SPUBUJPO UIJT
NFUIPE XBT OPUBCMZ VTFE CZ -FIOFSU VTJOH .)% <�� ��> BOE
UIFO CZ 5BOEPO BOE #BKBK VTJOH B UXP�áVJE NPEFM BOE .BY�
XFMM�T FRVBUJPOT <��>� 5IF UXP�áVJE NPEFM XBT UIFO FYUFO�
EFE CZ 6CFSPJ BOE %BT <��> UP BDDPVOU GPS DPMMJTJPOBM FGGFDUT
BOE CZ 7FSIFFTU UP JODMVEF UIFSNBM FGGFDUT JO UIF GPSN PG
B TDBMBS QSFTTVSF <��>� *O BMM UIFTF TUVEJFT UIPVHI SPUBUJPO
XBT POMZ NPEFMMFE UISPVHI UIF $PSJPMJT GPSDF� 5IJT DIPJDF
BQQFBST UP IBWF CFFO HVJEFE CZ $IBOESBTFLIBS�T QSPQPTJ�
UJPO UIBU UIF $PSJPMJT GPSDF NBZ QMBZ B QSFEPNJOBOU SPMF JO
BTUSPQIZTJDT <��> JO DPOUSBTU UP MBCPSBUPSZ TDBMF QIFOPNFOB
XIFSF DFOUSJGVHBM FGGFDUT NBZ CF DPNQBSBCMF PS FWFO EPN�
JOBOU� "O FYBNQMF XIFSF UIJT JT FYQFDUFE UP CF UIF DBTF JT
TVQFSTPOJDBMMZ SPUBUJOH QMBTNBT <�� ��>� *O BEEJUJPO &OHFMT
BOE 7FSIFFTU <��> BSHVFE UIBU UIF VTF PG UIF TUBOEBSE GPSN PG
.BYXFMM�T FRVBUJPOT JO UIFTF TUVEJFT XBT JODPSSFDU BOE UIBU
POF TIPVME JOTUFBE VTF 4DIJGG�T DVSSFOU BOE DIBSHF EFOTJU�
JFT <�� ��>� " CBTJD JTTVF BU UIF SPPU PG UIJT QSPCMFN JT UIBU
UIF DPWBSJBOU FRVBUJPOT PG FMFDUSPEZOBNJDT EP OPU VOJRVFMZ
EFUFSNJOF UIF UISFF�WFDUPS GPSNVMBUJPO PG UIF FMFDUSPNBHOFUJD
FRVBUJPOT JO B 	OPO�JOFSUJBM
 SPUBUJOH GSBNF PG SFGFSFODF <��>�
"T B SFTVMU UIFSF SFNBJOT B RVFTUJPO PG XIJDI TZTUFNT PG
FRVBUJPOT IPME JO UIF QMBTNB SFTU�GSBNF�

" TFDPOE HSPVQ HBUIFST TUVEJFT FYBNJOJOH QSPQBHBUJPO JO
UIF MBCPSBUPSZ GSBNF Σ XJUI UXP EJGGFSFOU BQQSPBDIFT� " àSTU
BQQSPBDI JT UP DPOTJEFS UIF USBOTGPSNBUJPO PG UIF WBSJPVT QBSB�
NFUFST GSPN UIF SPUBUJOH QMBTNB SFTU�GSBNF UP UIF MBCPSBUPSZ
GSBNF� 5IJT JT UIF BQQSPBDI PSJHJOBMMZ QSPQPTFE CZ 1MBZFS <��>�
" DIBMMFOHF IFSF UIPVHI JT UIBU POF IBT UP EFDJEF XIBU JT
UIF NFEJVN�T SFTQPOTF JO JUT SFTU�GSBNF UIBU JT VTJOH PVS
OPUBUJPOT IPX χ̂ ′(ω ′) SFMBUFT UP ˆ̄χ(ω ′)� "O BTTVNQUJPO UIBU
JT NPTU PGUFO NBEF <�� �� �� ��> JT UIBU UIF QSPQFSUJFT PG

�
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UIF NFEJVN BSF VOBGGFDUFE CZ UIF NFEJVN�T NPUJPO UIBU JT
χ̂ ′(ω ′) = ˆ̄χ(ω ′)� )PXFWFS #BSBOPWB BOE ;FM�EPWJDI QPTUV�
MBUFE UIBU UIFSF TIPVME CF BO FGGFDU PG UIF NPUJPO PO UIF SFGSBDU�
JWF JOEFY UISPVHI UIF $PSJPMJT GPSDF <��> BOE /JFOIVJT FU BM
TIPXFE UIBU UIFSF TIPVME CF BO FGGFDU PG UIF NPUJPO PO UIF
SFGSBDUJWF JOEFY GPS B EJTQFSTJWF NFEJVN OFBS UP BO BCTPSQ�
UJPO SFTPOBODF <��>� +POFT� FYQFSJNFOUBM PCTFSWBUJPOT <��>
IPXFWFS XFSF GPVOE UP CF JO BHSFFNFOU XJUI 1MBZFS�T QSFEJD�
UJPOT <��>� " TFDPOE BQQSPBDI DPOTJTUT JO EFUFSNJOJOH GSPN
àSTU QSJODJQMFT UIF EZOBNJDT PG DIBSHFE QBSUJDMFT JO UIF MBCPS�
BUPSZ GSBNF BOE UP UIFO VTF UIJT FRVJMJCSJVN UP FYQPTF UIF MJO�
FBS SFTQPOTF PG UIF NPWJOH QMBTNB� *O UIF QBSUJDVMBS DBTF PG
SPUBUJPO UIJT JT UIF NFUIPE XF SFDFOUMZ VTFE UP TUVEZ 0".
XBWFT JO B SPUBUJOH QMBTNB <��>�

*O UIJT QBQFS XF GPDVT PO UIF MBUUFS HSPVQ UIBU JT XFXPSL JO
UIF MBCPSBUPSZ GSBNF Σ� 5IF -PSFOU[ USBOTGPSNBUJPOT PG àFMET
GSPN UIF SPUBUJOH QMBTNB SFTU�GSBNF UP UIF MBCPSBUPSZ GSBNF
BSF VTFE UP FYQPTF UIF FGGFDU PG SPUBUJPO PO UIF XBWF�T 4".
JO TFDUJPO � XIFSFBT UIF MJOFBS SFTQPOTF PG B NPWJOH QMBTNB
DPNQVUFE JO UIF MBCPSBUPSZ GSBNF JT VTFE UP FYQPTF UIF FGGFDU
PG SPUBUJPO PO UIF XBWF�T 0". JO TFDUJPO ��

�� 4". FGGFDUT JO B SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB

���� $JSDVMBS CJSFGSJOHFODF JO B SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB

"T NFOUJPOFE BCPWF POF TUSBUFHZ UP EFSJWF XBWF QSPQBHB�
UJPO QSPQFSUJFT JO B SPUBUJOH NFEJVN JT UP TUBSU GSPN.BYXFMM�T
FRVBUJPO DPNCJOFE XJUI UIF DPOTUJUVUJWF FRVBUJPOT

% ′ = % ′(& ′,# ′) 	��


) ′ =) ′(& ′,# ′) 	��


SFMBUJOH UIF àFME RVBOUJUJFT JO UIF NFEJVN�T SFTU GSBNF BOE
UIFO UP VTF BO JOTUBOUBOFPVT -PSFOU[ USBOTGPSN GSPN B MPDBM
DPNPWJOH JOFSUJBM GSBNF UP UIF MBCPSBUPSZ GSBNF UP PCUBJO UIF
XBWF FRVBUJPOT� 5IJT BQQSPBDI JT QSFDJTFMZ UIF POF VTFE CZ
1MBZFS <��> BOE(ÕUUF FU BM <��> DPOTJEFSJOH BO JTPUSPQJD EJFMFD�
USJD XJUI TDBMBS SFMBUJWF QFSNJUUJWJUZ ε= �+χ� *O UIF DBTF PG
B NBHOFUJTFE QMBTNB UIF TJUVBUJPO JT NPSF JOUSJDBUF JO UIBU
BT TIPXO JO 	�
 UIF TVTDFQUJCJMJUZ JT OP MPOHFS B TDBMBS χ
CVU JOTUFBE B OPO�EJBHPOBM UFOTPS ˆ̄χ� :FU JU IBT CFFO TIPXO
SFDFOUMZ <�� ��> UIBU UIJT TBNF NFUIPE DBO CF VTFE UP PCUBJO B
EJTQFSTJPO SFMBUJPO GPS B USBOTWFSTF XBWF QSPQBHBUJOH BMPOH UIF
SPUBUJPO BYJT PG B NBHOFUJTFE QMBTNB TVDI UIBU Ω/Ω= L/L=
#�/#� = F̂[� 5IJT DPOàHVSBUJPO TIPXO JO àHVSF � JT SFGFSSFE
UP BT BO BMJHOFE SPUBUPS� *O UIJT DBTF JU JT GPVOE UIBU UIF FJHFO�
NPEFT BSF -$1 BOE 3$1 XJUI QIBTF JOEFY

OSDQ�(ω) = �+ χ̄⊥(ω−Ω)+ χ̄×(ω−Ω)

− Ω

ω

[
χ̄×(ω−Ω)+ χ̄‖(ω−Ω)+ χ̄⊥(ω−Ω)

]
,

	��


OMDQ�(ω) = �+ χ̄⊥(ω+Ω)− χ̄×(ω+Ω)

− Ω

ω

[
χ̄×(ω+Ω)− χ̄‖(ω+Ω)− χ̄⊥(ω+Ω)

]
.

	��


'JHVSF �� 3PUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB GPS XIJDI UIF SPUBUJPO BYJT
Ω UIF CBDLHSPVOE NBHOFUJD àFME #� BOE UIF XBWF WFDUPS L BSF
BMJHOFE� 5IJT DPOàHVSBUJPO JT SFGFSSFE UP BT BO BMJHOFE SPUBUPS�

8F TUSFTT IFSF BHBJO UIBU B LFZ BTTVNQUJPO JO EFSJWJOH UIFTF
SFTVMUT KVTU MJLF UIPTF QSFWJPVTMZ PCUBJOFE CZ 1MBZFS <��> BOE
(ÕUUF FU BM <��> JT UIBU UIF QSPQFSUJFT PG UIF NFEJVN BSF VOBG�
GFDUFE CZ UIF SPUBUJPO 	J�F� χ̂ ′(ω ′) = ˆ̄χ(ω ′)
�

$PNQBSJOH 	��
 BOE 	��
 UIBU JT UIF XBWF JOEFYFT BCTFOU
SPUBUJPO XJUI SFTQFDUJWFMZ 	��
 BOE 	��
 XF TFF UIBU SPUBUJPO
IBT UXP FGGFDUT� 0OF JT UP BEE B TVQQMFNFOUBM DPOUSJCVUJPO UP
UIF XBWF JOEFY� 5IJT JT UIF MBTU UFSN JO UIF CSBDLFUT PO UIF SJHIU
IBOE TJEF PG 	��
 BOE 	��
� 5IJT FYUSB DPOUSJCVUJPO EFQFOET PO
UIF IBOEFEOFTT BOE TJODFXF IBWF TIPXO UIBU DJSDVMBS CJSFGSJO�
HFODF BSJTFT GSPN B EJGGFSFODF JO UIF QIBTF JOEFY CFUXFFO -$1
BOE 3$1 FJHFONPEFT XF DPODMVEF UIBU NFDIBOJDBM SPUBUJPO
XJMM BGGFDU QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO� 5IJT HFOFSBM SFTVMU XJMM CF
EJTDVTTFE JO NPSF EFUBJM UISPVHI WBSJPVT TJNQMJGZJOH BTTVNQ�
UJPOT JO UIF OFYU QBSBHSBQIT� 5IF PUIFS FGGFDU PG SPUBUJPO PO
XBWF JOEFYFT JT UIBU UIF GSFRVFODZ UIBU BQQFBST JO UIF EJFMFD�
USJD SFTQPOTF JT OP MPOHFS UIF MBCPSBUPSZ GSBNF GSFRVFODZ ω CVU
JOTUFBE UIF BOHVMBS %PQQMFS TIJGU GSFRVFODZ ω ′ = ω∓Ω UIBU JT
NFBTVSFE JO UIF QMBTNB SFTU�GSBNF <�� ��>� 5IJT JT FYQFDUFE
UP CFDPNF QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU GPS SPUBUJPO GSFRVFODJFT UIBU
BSF DPNQBSBCMF UP UIF XBWF GSFRVFODZ� 'JOBMMZ XF WFSJGZ BT
FYQFDUFE UIBU 	��
 BOE 	��
 SFEVDF UP 	��
 BOE 	��
 JO UIF MJNJU
Ω= ��

5SZJOH UP NBLF TFOTF PG 	��
 BOE 	��
 POF DBO VTF UIF GBDU
UIBU GPS MPX�GSFRVFODZ XBWFT ω ' ΩDJ BOE TMPX SPUBUJPO Ω'
ω UIF DPNQPOFOUT PG UIF TVTDFQUJCJMJUZ UFOTPS XSJUF UP MFBEJOH
PSEFS JO ω/ΩDJ ' �

χ̄⊥(ω∓Ω) =
ωQJ�

ΩDJ
� , 	��


χ̄×(ω∓Ω) =−ωQJ�

ΩDJ
�

ω

ΩDJ
, 	��


�



1MBTNB 1IZT� $POUSPM� 'VTJPO �� 	����
 ������ 3 (VFSPVMU FU BM

χ̄‖(ω∓Ω) =− �
η�

ωQJ�

ΩDJ
�

ΩDJ
�

ω� , 	��


XJUI η� ' � UIF FMFDUSPO UP JPO NBTT SBUJP� 5IJT JNQMJFT
UIBU 	��
 BOE 	��
 SFEVDF JO UIJT GSFRVFODZ CBOE BOE GPS
Ω' ω UP

OSDQ�(ω) = ŌSDQ�(ω)−
Ω

ω
χ̄‖(ω), 	��


OMDQ�(ω) = ŌMDQ�(ω)+
Ω

ω
χ̄‖(ω). 	��


&YBNJOJOH UIF UFSNT JO 	��
 BOE 	��
 UIF SFTU�GSBNF XBWF
JOEFY ŌSDQ/MDQ UFOET UP B DPOTUBOU FRVBM UP (�+ωQJ�/ΩDJ

�)�/�

BU MPX GSFRVFODZ XIFSFBT BT TIPXO JO 	�
 χ̄‖(ω)∝ ω−�� 5IJT
BMMPXT VT UP DPODMVEF UIBU UIFSF JT B DVUPGG BU GSFRVFODZ ω&

CFMPX XIJDI POF PG UIF DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT EPFT
OPU QSPQBHBUF 	-$1 BOE 3$1 GPS SFTQFDUJWFMZ Ω> � BOE Ω<
�
� 'PS UIF SFNBJOEFS PG UIJT TUVEZ XF DPOTJEFS POMZ Ω> �
BT UIF HFOFSBMJTBUJPO UP Ω< � JT TUSBJHIUGPSXBSE BOE UIVT B
NFDIBOJDBMMZ JOEVDFE DVUPGG GPS UIF -$1 XBWF� 'SPN 	��
 UIF
DVUPGG GSFRVFODZ JT UIF TPMVUJPO PG

ω&�

ΩDJ
� +

ω&�

ΩDJ
�

(
�+

ΩDJ
�

ωQJ�

)
− η−� Ω

ΩDJ
= �. 	��


"CPWF UIJT DVUPGG CPUI NPEFT QSPQBHBUF BOE UIF EJGGFSFODF
JO QIBTF JOEFYFT OMDQ − OSDQ XIJDI XF TFF GSPN 	��
 BOE 	��

DPNFT CPUI GSPN UIF JOUSJOTJD HZSPUSPQZ ŌMDQ(ω) += ŌSDQ(ω) BOE
GSPN SPUBUJPOΩ += � JT UIFO UIF TPVSDF PG QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO�
5IJT JT JMMVTUSBUFE JO àHVSF ��

���� 6OEFS�EFOTF QMBTNBT

5P CFUUFS FYQPTF UIF FGGFDU PG SPUBUJPO XF OPX GPDVT PO VOEFS�
EFOTF QMBTNBT BOE NPSF TQFDJàDBMMZ BTTVNF ΩDJ

�/ωQJ� =
W"�/D� ( � XJUI W" BOE D SFTQFDUJWFMZ UIF "MGWÊO WFMPDJUZ BOE
UIF TQFFE PG MJHIU� 5IF DVUPGG UIFO SFEVDFT UP MPXFTU PSEFS UP

ω& =
(
ΩωQF

�)�/� . 	��


'SPN 	��
 BOE 	��
 XF BMTP IBWF |χ̄×(ω ' ΩDJ)|' χ̄⊥(ω '
ΩDJ)' �� 'PS SPUBUJPOT TMPX FOPVHI UIBU Ω|χ̄‖(ω)|/ω ' � B
5BZMPS FYQBOTJPO PG UIF XBWF JOEFY EJGGFSFODF UIFO HJWFT

OMDQ − OSDQ ∼
ωQJ�

ΩDJ
�

[
ω

ΩDJ
− ΩDJ

�

ω�

Ω

ω

]
, 	��


BOE GSPN 	��
 UIF TQFDJàD SPUBSZ QPXFS

δ ∼ ωQJ�

�ΩDJD

[
ω�

ΩDJ
� −

ΩΩDJ

ω�

]
. 	��


*U TIPVME IPXFWFS CF OPUFE UIBU 	��
 BOE 	��
 BSF POMZ WBMJE
GPS ω ( ω& TJODF UIF DPOEJUJPO Ω|χ̄‖(ω)|/ω ' � JT OPU WFSJ�
àFE BU UIF DVUPGG�

5IF àSTU UFSN JO CSBDLFUT JO 	��
 DPNFT GSPN UIF JOUSJOTJD
HZSPUSPQZ χ̄×� /PUF UIBU UIF BQQBSFOU JOWFSTF TDBMJOH PG

'JHVSF �� 4LFUDI PG UIF MPX�GSFRVFODZ ω ! ΩDJ CFIBWJPVS PG B
TMPXMZ SPUBUJOH Ω! ω BMJHOFE SPUBUPS 	CPUUPN
 BT DPNQBSFE UP UIF
DMBTTJDBM CFIBWJPVS PG B NBHOFUJTFE QMBTNB BU SFTU 	UPQ
� 3PUBUJPO
JOUSPEVDFT B MPX�GSFRVFODZ DVUPGG ω! CFMPX XIJDI POF PG UIF UXP
DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT EPFT OPU QSPQBHBUF� "CPWF UIF
DVUPGG QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO JT UIF TVN PG 'BSBEBZ SPUBUJPO BOE
QPMBSJTBUJPO ESBH�

UIF NBHOFUJD àFME TFFO IFSF UISPVHI ΩDJ
−� JT POMZ UIF

DPOTFRVFODF PG UIF 5BZMPS FYQBOTJPO PG χ̄× BU MPX GSFRVFODZ�
5IJT UFSN JT UIF TPVSDF PG 'BSBEBZ SPUBUJPO� 5IF TFDPOE UFSN JO
CSBDLFUT JO 	��
 DPNFT GSPN UIF QMBTNB SPUBUJPO BT VOEFSMJOFE
CZ JUT EFQFOEFODF POΩ� 5IJT JT UIF TPVSDF PG QPMBSJTBUJPO ESBH�
/PUF IFSF UIBU JOUFSFTUJOHMZ KVTU BT TIPXO UISPVHI 	��
 IJHI�
GSFRVFODZ 'BSBEBZ SPUBUJPO TDBMFT BT UIF XBWFMFOHUI TRVBSF
UIF IJHI�GSFRVFODZ QPMBSJTBUJPO ESBH TDBMFT BT UIF XBWFMFOHUI
TRVBSF�

'SPN 	��
 POF BMTP àOET UIBU UIFSF JT B GSFRVFODZ

ω# =
(
ΩΩDJ

�)�/� 	��


GPS XIJDI UIF DPOUSJCVUJPOT UP QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO BSF FRVBM
BOE DBODFM PVU� 'PS ω& " ω " ω# QPMBSJTBUJPO UIF ESBH EPNJO�
BUFT PWFS 'BSBEBZ SPUBUJPO� $POWFSTFMZ 'BSBEBZ SPUBUJPO EPN�
JOBUFT PWFS QPMBSJTBUJPO ESBH GPS ω ! ω#� $PNQBSJOH ω& BOE
ω# POF àOET

ω#

ω&
= η�/�

(ωQF
Ω

)�/��(ΩDJ

ωQJ

)�/�

	��


XIJDI DPOàSNT UIBU UIFSF FYJTUT B GSFRVFODZ CBOE XIFSF
QPMBSJTBUJPO ESBH JT EPNJOBOU JO UIF MJNJU PG B TMPXMZ SPUBUJOH
VOEFSEFOTF QMBTNB DPOTJEFSFE IFSF�

�
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'JHVSF �� 4QFDJàD SPUBSZ QPXFS δ GSPN 	��
 BT B GVODUJPO PG UIF
XBWF BOHVMBS GSFRVFODZ ω GPS MPX GSFRVFODZ XBWFT 	ω ! ΩDJ
 JO BO
VOEFS�EFOTF QMBTNB XJUI 	TPMJE MJOF
 BOE XJUIPVU 	EBTI�EPU MJOF

SPUBUJPO� )FSF XF DIPPTF ΩDJ = ���ωQJ BOE ω!/ω! = ��� "U MPX
GSFRVFODZ CVU BCPWF UIF DVUPGG ω! QPMBSJTBUJPO ESBH JT GPVOE UP
EPNJOBUF PWFS 'BSBEBZ SPUBUJPO� #FMPX UIF DVUPGG POF PG UIF UXP
DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT EPFT OPU QSPQBHBUF BOE BT B SFTVMU
δ JT VOEFàOFE�

'JOBMMZ JU JT QPTTJCMF UP 5BZMPS FYQBOE UIF XBWF JOEFYFT GPS
TNBMM (ω−ω&)/ω& UIBU JT OFBS UIF DVUPGG XIFSF UIF OM = �� *O
UIJT DBTF POF àOET

OMDQ − OSDQ ∼−
√
�+

√
�
ω−ω&

ω& , 	��


SFWFBMJOH UIBU QPMBSJTBUJPO ESBH OFBS UIF DVUPGG FYIJCJUT B EJG�
GFSFOU TDBMJOH UIBO UIF XBWFMFOHUI TRVBSF EFQFOEFODF GPVOE
UP IPME BU IJHIFS GSFRVFODJFT�

5IJT CFIBWJPVS BDSPTT UIF MPX XBWF GSFRVFODZ SBOHF
[ω&,ω#] JT WFSJàFE XIFO QMPUUJOH UIF TQFDJàD SPUBUPSZ QPXFS
DPNQVUFE GSPN UIF GVMM XBWF JOEFYFT 	��
 BOE 	��
 BT TIPXO
JO àHVSF �� 8F WFSJGZ UIBU UIFSF JT JOEFFE B MPX GSFRVFODZ
SFHJPO KVTU BCPWF UIF DVUPGG ω& XIFSF QPMBSJTBUJPO ESBH JT UIF
EPNJOBOU DPOUSJCVUJPO UP QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO� 5IJT CFIBWJPVS
QFSTJTUT VQ VOUJM BCPVU ω# BU XIJDI QPJOU QPMBSJTBUJPO ESBH
CFDPNFT OFHMJHJCMF JO UIF QSFTFODF PG 'BSBEBZ SPUBUJPO� 5IF
GBDU UIBU UIF USBOTJUJPO GSPN QPMBSJTBUJPO ESBH EPNJOBUFE UP
'BSBEBZ SPUBUJPO EPNJOBUFE JT OPU PCTFSWFE UP PDDVS FYBDUMZ
GPS ω = ω# JO àHVSF � DPNFT GSPN UIF GBDU UIBU 	��
 JT EFSJWFE
GSPN 	��
 XIJDI BT NFOUJPOFE BCPWF JT POMZ WBMJE JO UIF MJNJU
UIBU ω ( ω&� )FSF UIJT SBUJP JT POMZ BCPVU UFO�

���� *NQMJDBUJPOT

"MUIPVHI UIF TUVEZ PG QPMBSJTBUJPO ESBH FGGFDUT JO QMBTNBT JT
POMZ BU JUT JODFQUJPO JU JT BMSFBEZ QPTTJCMF UP QPJOU UP B OVNCFS

PG QPTTJCMF JNQMJDBUJPOT PG UIF UIFPSFUJDBM àOEJOHT QSFTFOUFE
BCPWF�

" QBSUJDVMBSMZ DPNQFMMJOH SFBTPO UP TUVEZ UIFTF FGGFDUT
DPODFSOT QVMTBST <��> BOE NPSF QBSUJDVMBSMZ QVMTBS
QPMBSJNFUSZ� 1VMTBST� IJHIMZ QPMBSJTFE FNJTTJPO NBLFT UIFN
VONBUDIFE TPVSDFT UP QSPCF UIF NBHOFUJD àFMET UISPVHI
'BSBEBZ SPUBUJPO BOE QVMTBS QPMBSJNFUSZ IBT BT B SFTVMU
CFDPNF B TUBOEBSE UPPM UP TUVEZ NBHOFUJD àFME QSPQFSUJFT JO
UIF JOUFSTUFMMBS NFEJVN 	*4.
 <��>� 5P EP TP UIPVHI POF NVTU
JO QSJODJQMF USBDL UIF FWPMVUJPO PG UIF QPMBSJTBUJPO PG B QVMTBS�T
TJHOBM GSPN JUT TPVSDF JO UIF NBHOFUPTQIFSF UP BO PCTFSWFS
PO &BSUI� #FDBVTF QVMTBST� NBHOFUPTQIFSF BSF TVQQPTFE UP CF
DP�SPUBUJOH XJUI UIF OFVUSPO TUBS POF TIPVME JO MJHIU PG UIF
EJTDVTTJPO PG QPMBSJTBUJPO ESBH BCPWF BDDPVOU GPS UIJT FGGFDU
JO UIF SPUBUJOH NBHOFUPTQIFSF XIJDI IBT CFFO OFHMFDUFE UP
EBUF� &YQMPSJOH UIJT MFBE JU IBT CFFO TIPXO SFDFOUMZ <��> UIBU
UIJT OFX DPOUSJCVUJPO NBZ OPU CF OFHMJHJCMF BOE JNQPSUBOUMZ
UIBU EVF UP UIF JEFOUJDBM XBWFMFOHUI TRVBSF TDBMJOH PG CPUI
'BSBEBZ SPUBUJPO BOE QPMBSJTBUJPO ESBH BU IJHI GSFRVFODJFT
UIJT OFX DPOUSJCVUJPO NBZ CF NJTUBLFOMZ BUUSJCVUFE UP 'BSBEBZ
SPUBUJPO JO UIF *4.� $BQUVSJOH BOE NPEFMMJOH UIJT FGGFDU JT UIVT
FTTFOUJBM UP DPSSFDU GPS QPTTJCMF TZTUFNBUJD FSSPST JO JOUFSTUFMMBS
NBHOFUJD àFME FTUJNBUFT� 'VSUIFSNPSF EJTBNCJHVBUJOH UIFTF
UXP DPOUSJCVUJPOT DPVME PGGFS B VOJRVF NFBOT UP EFUFSNJOF
UIF SPUBUJPO EJSFDUJPO PG QVMTBST� 0OF QSPNJTJOH PQUJPO IFSF
XPVME CF UP VTF UIF EJGGFSFOU GSFRVFODZ TDBMJOH PG QPMBSJTBUJPO
ESBH OFBS UIF DVUPGG TIPXO UISPVHI 	��
� " NPSF EFUBJMFE EJT�
DVTTJPO PG QPMBSJTBUJPO ESBH JO UIF DPOUFYU PG QVMTBST DBO CF
GPVOE JO <��>�

"OPUIFS JOUFSFTUJOH QSPTQFDU GPS XBWFT JO SPUBUJOH QMBTNBT
JT UP DPNCJOF SPUBUJPO XJUI UIF VOJRVF QSPQFSUJFT PG QMBTNBT
UP FOBCMF OFX XBZT UP NBOJQVMBUF MJHIU� 5IF BCJMJUZ UP DPOUSPM
MJHIU QPMBSJTBUJPO UISPVHI OPOSFDJQSPDBM FMFNFOUT JT JOEFFE
LFZ UP NBOZ BQQMJDBUJPOTGPS JOTUBODF JO UIF GPSN PG PQUJDBM
JTPMBUPST JO UFMFDPNNVOJDBUJPO TZTUFNT� .BUFSJBM BOE QIZT�
JDBM QSPDFTTFT DMBTTJDBMMZ VTFE UP BDIJFWF UIJT DPOUSPM IPX�
FWFS PGUFO TFU MJNJUT PO UIF SBOHF PG BQQMJDBCJMJUZ PG UIFTF
UFDIOPMPHJFT� 'PS JOTUBODF UIF OPOSFDJQSPDBM QSPQFSUJFT PG GFS�
SJUFT BSF IBSEMZ UVOFBCMF BOE MPTTFT MJNJU UIFJS BQQMJDBCJMJUZ BU
()[ GSFRVFODJFT BOE CFMPX� "T NFOUJPOFE JO UIF JOUSPEVDUJPO
QMBTNBT PO UIF PUIFS IBOE IBWF UIF DPODFQUVBM BEWBOUBHF PG
FOBCMJOH CSPBECBOE PQFSBUJPO BOE IBWJOH MJNJUFE MPTTFT� 'PM�
MPXJOH UIJT JEFB JU IBT CFFO TIPXO SFDFOUMZ UIBU UIF FOIBODFE
QPMBSJTBUJPO ESBH FGGFDU PCTFSWFE JO B SPUBUJOH QMBTNB BCPWF
UIF DVUPGG DBO VOEFS DFSUBJO DPOEJUJPOT MFBE UP VOQSFDFEFOUFE
OPOSFDJQSPDBM QSPQFSUJFT JO UIF 5)[ SFHJNF <��>� 4JNJMBSMZ UP
UIF FOIBODFNFOU GPVOE VTJOH TMPX MJHIU JO B SVCZXJOEPX <��>
UIF TPVSDF PG UIJT DJSDVMBS CJSFGSJOHFODF FOIBODFNFOU JO B
SPUBUJOH QMBTNB OFBS UIF DVUPGG GSFRVFODZ DBO CF GSBNFE BT UIF
FGGFDU PG B WFSZ MBSHF FGGFDUJWF HSPVQ JOEFY� *OEFFE UIF HSPVQ
WFMPDJUZ Eω/EL PG UIF -$1 XBWF UFOET UP [FSP BT ω BQQSPBDIFT
ω&� #FZPOE TIFBS QFSGPSNBODF B LFZ BEWBOUBHF PG B SPUBUJOH
QMBTNB CBTFE OPOSFDJQSPDBM TZTUFN JT UIBU JU DBO CF IJHIMZ
NPEVMBS� *OEFFE UIF QPMBSJTBUJPO ESBH FOIBODFNFOU PDDVST
OFBS UIF DVUPGG XIJDI GSPN 	��
 DBO CF DPOUSPMMFE CPUI UISPVHI
QMBTNB QBSBNFUFST BOE SPUBUJPO� " NPSF EFUBJMFE EJTDVTTJPO PG
UIF QPMBSJTBUJPO ESBH GPS MJHIU NBOJQVMBUJPO BQQMJDBUJPOT DBO CF
GPVOE JO <��>�

�
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'JOBMMZ JU TUBOET UP SFBTPO UIBU BDDPVOUJOH GPS NPUJPO
BOE JO QBSUJDVMBS SPUBUJPOBM FGGFDUT PO QSPQBHBUJPO XJMM QSPWF
JNQPSUBOU GPS B WBSJFUZ PG BQQMJDBUJPOT CFZPOE BTUSPQIZTJDT
BOE MJHIU NBOJQVMBUJPO� *OGPSNBUJPO PO UIF %PQQMFS TIJGU BOE
UIF XBWF JOEFY JO B DPNQMFY NPWJOH QMBTNB JT GPS JOTUBODF
FTTFOUJBM UP FOTVSF BDDVSBUF JOUFSQSFUBUJPO PG %PQQMFS CBDL�
TDBUUFSJOH SFáFDUPNFUSZ EBUB JO GVTJPO FYQFSJNFOUT <�� ��>�

�� 0". FGGFDUT JO B SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB

���� 0". DBSSZJOH QMBTNB XBWFT

1MBTNB XBWFT DBSSZJOH 0". IBWF CFFO B SFTFBSDI UPQJD PG
HSPXJOH JOUFSFTU JO UIF MBTU EFDBEF� *O VONBHOFUJTFE QMBT�
NBT 0".�DBSSZJOH QMBTNB XBWFT IBWF GPS UIF NPTU QBSU
CFFO TUVEJFE UIFPSFUJDBMMZ VOEFS UIF TDBMBS QBSBYJBM BQQSPYJN�
BUJPO <��m��> BMUIPVHI FYBDU TPMVUJPOT PG UIF WFDUPS .BYXFMM
FRVBUJPOT IBWF SFDFOUMZ CFFO FYQPTFE <�� ��>� 'PS DPME NBH�
OFUJTFE QMBTNB XBWFT DBSSZJOH 0". IBWF CFFO SFQPSUFE JO UIF
GPSN PG 5SJWFMQJFDFm(PVME 	5(
 BOE 8IJTUMFSm)FMJDPO 	8)

XBWFT <��m��> BT XFMM BT QSFEJDUFE GPS UXJTUFE TIFBS "MGWÊO
XBWFT <��>� 5( NPEFT IBWF BMTP CFFO PCTFSWFE FYQFSJNFOU�
BMMZ JO OPO�OFVUSBM QMBTNBT <��>� )FSF XJUIJO PVS PCKFDUJWF
PG FYQPTJOH UIF FGGFDU PG SPUBUJPO JO B NBHOFUJTFE QMBTNB XF
GPDVT PONBHOFUJTFE QMBTNBXBWFT BOE DPOTJEFS BT BO FYBNQMF
8) XBWFT�

8BWFT DBSSZJOH 0". DMBTTJDBMMZ UBLF UIF GPSN PG XBWFT
XJUI IFMJDBM XBWFGSPOUT FYQ K(Mθ+β[) XJUI M ∈ Z BOE β ∈ R
XIJDI DPSSFTQPOET UP BO 0". DPOUFOU !M� 'PS JOTUBODF UIF
BYJBM NBHOFUJD QFSUVSCBUJPO #[ JT BTTPDJBUFE XJUI 8) FJHFO�
NPEFT JO B NBHOFUJTFE QMBTNB XJUI #= #�F̂[ XSJUFT <�� ��>

#M[ = +M(αS)FYQ J(Mθ+β[−ωU) 	��


XIFSF +M JT UIF PSEJOBSZ #FTTFM GVODUJPO PG UIF àSTU LJOE BOE
PG PSEFS α BOE β BSF UIF SBEJBM BOE BYJBM XBWF WFDUPST BOE M
JT UIF B[JNVUIBM NPEF OVNCFS DIBSBDUFSJTJOH UIJT FJHFONPEF�
'PS B HJWFO NPEF OVNCFS M BOE XBWF GSFRVFODZ ω UIF SBEJBM
BOE BYJBM XBWF WFDUPST α BOE β EFQFOE PO POF BOPUIFS BOE
PO QMBTNB QSPQFSUJFT WJB UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO <�� ��>� "
DIBSBDUFSJTUJD GFBUVSF PG UIFTF NPEFT JT UIBU UIFJS USBOTWFSTF
TUSVDUVSF SPUBUFT BT POF NPWFT BMPOH UIF BYJBM XBWF WFDUPS βF̂[�
4QFDJàDBMMZ UIF EJSFDUJPO PG SPUBUJPO EFQFOET PO UIF TJHO PG M
BOE UIVT PO UIF TJHO PG UIF 0". DPOUFOU PG UIF XBWF� 5IJT DBO
CF TFFO JO àHVSFT �	B
 BOE 	C
 XIFSF UIF FJHFONPEFT M=+�
BOE M=−� BSF SFTQFDUJWFMZ QMPUUFE�

*G UIF SBEJBM XBWF TUSVDUVSF α JT BTTVNFE UP CF TFU CZ UIF
BOUFOOB UIF EJTQFSTJPO SFMBUJPO UIFO EFUFSNJOFT β� *OUFSFTU�
JOHMZ POF àOET UIBU JO B QMBTNB BU SFTU β JT JOEFQFOEFOU PG
M <�� ��>� " DPOTFRVFODF PG UIJT SFTVMU JT UIF GPMMPXJOH� $PO�
TJEFS UIF TVN PG FJHFONPEFT PG FRVBM BNQMJUVEF BOE JEFOUJDBM
USBOTWFSTF TUSVDUVSF α CVU FRVBM BOE PQQPTJUF 0". DPOUFOUT
±M� 4JODF +−M(Y) = (−�)M+M(Y) POF HFUT GSPN 	��


#M[+#−M
[ =

{
�J+M(αS)TJO(Mθ)F K(β[−ωU) JG M JT PEE
�+M(αS)DPT(Mθ)F K(β[−ωU) JG M JT FWFO.

	��


'JHVSF �� 5IF USBOTWFSTF TUSVDUVSF BU WBSJPVT MPDBUJPOT BMPOH UIF
BYJBM XBWF WFDUPS βF̂[ PG 	B
 BO FJHFONPEF M=+� 	C
 BO
FJHFONPEF M=−� BOE 	D
 UIF TVN PG UXP FJHFONPEFT M=±� XJUI
FRVBM BNQMJUVEF� 5IF TJHO PG M EJDUBUFT UIF SPUBUJPO EJSFDUJPO PG UIF
USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG UIF XBWF� 5IF TVN PG FJHFONPEFT XJUI
PQQPTJUF 0". BOE FRVBM BNQMJUVEF JT BO B[JNVUIBMMZ TUBOEJOH XBWF
XJUI [FSP 0".� 5IF DPMPVS DPEF TJNQMZ SFQSFTFOUT UIF OPSNBMJTFE
JOUFOTJUZ� λ= �π/β JT UIF BYJBM XBWFMFOHUI�

5IF DPNCJOBUJPO PG UIFTF±MNPEFT JT UIFSFGPSF BO B[JNVUIBMMZ
TUBOEJOH XBWF <��> XIJDI IBT JUTFMG [FSP 0".� 5IJT JT
JMMVTUSBUFE JO àHVSF �	D
� %SBXJOH BO BOBMPHZ XJUI 4".
XF LOPX UIBU UIF TVN PG DJSDVMBSMZ QPMBSJTFE FJHFONPEFT

�
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XIJDI DPSSFTQPOE UP FRVBM CVU PQQPTJUF TQJO BOHVMBS NPNFOUB
±! MFBET UP B MJOFBSMZ QPMBSJTFE XBWF XJUI [FSP BOHVMBS
NPNFOUVN� 8F OPX TFF UIBU UIF TVN PG FJHFONPEFT XJUI
FRVBM CVU PQQPTJUF PSCJUBM BOHVMBS NPNFOUB ±M! MFBET UP B
XBWF XJUI [FSP BOHVMBS NPNFOUVN�

���� *NBHF SPUBUJPO JO B SPUBUJOH QMBTNB

*O DPOUSBTU XJUI UIF DBTF PG B QMBTNB BU SFTU GPS XIJDI BT NFO�
UJPOFE BCPWF β JT JOEFQFOEFOU PG M JU XBT TIPXO SFDFOUMZ UIBU
UIF QSPQBHBUJPO PG UIJT TBNF XBWF CVU JO B SPUBUJOH QMBTNB
XIFSF Ω||#� JT DIBSBDUFSJTFE CZ BO BYJBM XBWF WFDUPS β UIBU
EFQFOET PO M <��>� *O QBSUJDVMBS JU XBT TIPXO UIBU

β(α, M,Ω,ω) += β(α,−M,Ω,ω). 	��


*G XF OPX HP CBDL UP PVS TVQFSQPTJUJPO PG FJHFONPEFT PG FRVBM
BNQMJUVEF BOE JEFOUJDBM USBOTWFSTF TUSVDUVSF α CVU FRVBM BOE
PQQPTJUF 0". DPOUFOUT±M XF TFF UIBU BT PQQPTFE UP 	��
 UIF
QIBTF PG UIF SFTVMUJOH XBWF XJMM EFQFOE PO θ� 5IJT JT DPOàSNFE
XIFO QMPUUJOH UIF USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG UIJT XBWF BU WBSJPVT
MPDBUJPOT BMPOH UIF BYJBM XBWF WFDUPS βF̂[ BT TIPXO JO àHVSF ��
5IF USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG B XBWF UIBU JT B[JNVUIBMMZ TUBOEJOH
BCTFOU SPUBUJPO BT TIPXO JO àHVSF �	B
 JT UIFO SPUBUFE JO UIF
QSFTFODF PG SPUBUJPO BT DBO CF TFFO JO àHVSF �	C
� 5IJT JT UIF
NBUFSJBMJTBUJPO JO QMBTNBT PG UIF JNBHF SPUBUJPO QIFOPNFOPO
LOPXO JO EJFMFDUSJDT <�� ��>� %VF UP JUT BOBMPHZ CPUI XJUI
'BSBEBZ SPUBUJPO BOE 'SFTOFM ESBH UIJT FGGFDU IBT CFFO FRVJ�
WBMFOUMZ SFGFSSFE UP BT NFDIBOJDBM 'BSBEBZ FGGFDU GPS 0".�
DBSSZJOH CFBNT SPUBUPSZ QIPUPO ESBH <��> PS 'BSBEBZ�'SFTOFM
SPUBUJPO <��>�

5IJT SFTVMU BMMPXT VT UP FYUFOE UIF BOBMPHZ CFUXFFO 4".
BOE 0". JO SPUBUJOH QMBTNBT GVSUIFS� 8F IBWF TFFO JO
TFDUJPO � UIBU SPUBUJPO JOEVDFT B QIBTF TIJGU CFUXFFO FJHFO�
NPEFT XJUI PQQPTJUF 4". DPNQPOFOUT 	UIF DJSDVMBSMZ QPMBS�
JTFE FJHFONPEFT
 XIJDI JT UIF TPVSDF PG QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO�
5IJT JT QPMBSJTBUJPO ESBH� 5IF TVQFSQPTJUJPO PG UXP XBWFT XJUI
PQQPTJUF 4". DPNQPOFOUT XIJDI BCTFOU SPUBUJPO XPVME IBWF
[FSP 4". UIFO IBT B OPO�[FSP 4".XIFO SPUBUJPO JT QSFTFOU�
4JNJMBSMZ XF KVTU TIPXFE UIBU SPUBUJPO JOEVDFT B QIBTF TIJGU
CFUXFFO FJHFONPEFT XJUI PQQPTJUF 0". DPNQPOFOUT XIJDI
JT UIF TPVSDF PG UIF SPUBUJPO PG UIF USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG B
XBWF� 5IJT JT JNBHF SPUBUJPO� 5IF TVQFSQPTJUJPO PG UXP XBWFT
XJUI PQQPTJUF 0". DPNQPOFOUT XIJDI BCTFOU SPUBUJPO XPVME
IBWF [FSP 0". UIFO IBT B OPO�[FSP 0". XIFO SPUBUJPO JT
QSFTFOU�

���� *NQMJDBUJPOT

*O DPOUSBTU UP QPMBSJTBUJPO ESBH XIJDI DPNQFUFT XJUI PS TVQ�
QMFNFOUT 'BSBEBZ SPUBUJPO JO SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNBT
BO JOUFSFTUJOH QSPQFSUZ PG JNBHF SPUBUJPO JT UIBU JU DPNFT
FYDMVTJWFMZ GSPN SPUBUJPO� 5IJT NBLFT UIF VTF PG 0". DBS�
SZJOH XBWFT BEWBOUBHFPVT DPNQBSFE UP 4". DBSSZJOH XBWFT
GPS QMBTNB SPUBUJPO EJBHOPTUJDT BT UIFSF XPVME CF OP OFFE
UP EJTBNCJHVBUF XIJDI QBSU PG SPUBUJPO DPNFT GSPN SPUBUJPO
BOE XIJDI QBSU DPNFT GSPN UIF NBHOFUJD àFME BMPOF� *NBHF

'JHVSF �� 5IF USBOTWFSTF TUSVDUVSF BU WBSJPVT MPDBUJPOT BMPOH UIF
BYJBM XBWF WFDUPS βF̂[ PG UIF TVN PG UXP FJHFONPEFT M=±� XJUI
FRVBM BNQMJUVEF GPS 	B
 B QMBTNB BU SFTU BOE 	C
 B SPUBUJOH QMBTNB� *O
UIF DBTF PG B SPUBUJOH QMBTNB UIF USBOTWFSTF TUSVDUVSF JT TFFO UP SPUBUF
BT B SFTVMU PG B EJGGFSFODF JO BYJBM XBWF WFDUPST β−M #= β+M
IJHIMJHIUFE JO 	��
� 5IJT JT LOPXO BT JNBHF SPUBUJPO� )FSF
λ� = �π/(β−M+β+M) JT UIF BWFSBHF BYJBM XBWFMFOHUI�

SPUBUJPO NBZ UIFO GPS JOTUBODF QSPWF VTFGVM UP EJBHOPTF SPUB�
UJPO JO UPLBNBLT BT JU IBT BMSFBEZ CFFO TVHHFTUFE GPS VMUSBDPME
BUPNJD HBTFT <��> BOE TPMJE PCKFDUT <�� ��>�

"MUIPVHI UIJT EJGGFSFODF HJWFT B DMFBS DPODFQUVBM BEWBOUBHF
PG JNBHF SPUBUJPO PWFS QPMBSJTBUJPO ESBH BOE TIPVME NPUJWBUF
GVSUIFS TUVEJFT VTJOH 0". DBSSZJOH XBWFT BMTP CSJOHT OFX
DIBMMFOHFT� 'JSTU TJODF JNBHF SPUBUJPO JOWPMWFT B SPUBUJPO PG
UIF XBWF�T USBOTWFSTF TUSVDUVSF UIF QMBTNB QSPQFSUJFT BMPOH
UIF CFBN QBUI XPVME IBWF UP BMMPX QSFTFSWJOH UIJT TUSVDUVSF�
"MUIPVHI XIBU UIJT FYBDUMZ JNQMJFT XJMM MJLFMZ EFQFOE PO UIF
QBSUJDVMBS XBWF CFJOH DPOTJEFSFE JU TUBOET UP SFBTPO UIBU TPNF
EFHSFF PG VOJGPSNJUZ BOE TUSVDUVSF XPVME CF OFFEFE PO UIF
TDBMF PG UIF CFBN USBOTWFSTF TJ[F� 4FDPOE XIJMF JNBHF SPUBUJPO

�



1MBTNB 1IZT� $POUSPM� 'VTJPO �� 	����
 ������ 3 (VFSPVMU FU BM

JOEFFE DPNFT FOUJSFMZ GSPN SPUBUJPO BOE JT [FSP BCTFOU SPUBUJPO
UIF BNPVOU CZ XIJDI UIF USBOTWFSTF TUSVDUVSF JT SPUBUFE NBZ
EFQFOE PO UIF NBHOFUJD àFME JO UIF DBTF PG B NBHOFUJTFE
QMBTNB� 5IJT JT GPS JOTUBODF UIF DBTF GPS UIF 8) NPEFT EJT�
DVTTFE BCPWF TJODF β EFQFOET PO UIF QMBTNB QBSBNFUFST POF
PG XIJDI CFJOH UIF FMFDUSPO HZSP�GSFRVFODZ� "O JO�EFQUI TUVEZ
PG UIFTF DIBMMFOHFT BOE GSPN UIFSF B DSJUJDBM BTTFTTNFOU PG UIF
QPUFOUJBM PG JNBHF SPUBUJPO GPS QMBTNB SPUBUJPO EJBHOPTUJDT JT
MFGU GPS GVUVSF TUVEJFT�

�� 4VNNBSZ

8BWF QSPQBHBUJPO QSPQFSUJFT JO B NPWJOH NFEJVN EJGGFS GSPN
UIPTF JO UIJT TBNF NFEJVN BU SFTU� *O UIF DBTF PG B SPUBUJOH
NPUJPO EJGGFSFOU NBOJGFTUBUJPOT IBWF CFFO LOPXO UP PDDVS JO
JTPUSPQJD EJFMFDUSJDT� *O UIJT TUVEZ XF EJTDVTT TPNF SFDFOU àOE�
JOHT PCUBJOFE XIFO DPOTJEFSJOH B NBHOFUJTFE QMBTNB�

'JSTU JU JT TIPXO UIBU UIF QPMBSJTBUJPO ESBH FGGFDU LOPXO
UP PDDVS JO SPUBUJOH JTPUSPQJD EJFMFDUSJDT JT SFDPWFSFE JO UIF
DBTF PG B SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB� .BHOFUJTFE QMBTNBT
EP IPXFWFS CSJOH NPSF DPNQMFYJUZ JO UIBU UIJT QPMBSJTBUJPO
ESBH JT OPX TVQFSJNQPTFE POUP UIF DMBTTJDBM 'BSBEBZ SPUBUJPO
XIJDI BSJTFT GSPN UIF NBHOFUJD àFME� 1PMBSJTBUJPO SPUBUJPO JO B
SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNB XIFSF UIF XBWF WFDUPS JT BMJHOFE
XJUI CPUI UIF SPUBUJPO BYJT BOE UIF NBHOFUJD àFME UIVT IBT
UXP DPOUSJCVUJPOT� POF GSPN UIF NBHOFUJD àFME BOE POF GSPN
SPUBUJPO� 5IF MBUUFS IBT CFFO OFHMFDUFE JO QMBTNBT VQ UP UIJT
EBUF�

8IJMF UIJT OFX DPOUSJCVUJPO JT PGUFO OFHMJHJCMF DPNQBSFE
UP 'BSBEBZ SPUBUJPO XF TIPXFE UIBU QPMBSJTBUJPO ESBH DBO CF
UIF EPNJOBOU DPOUSJCVUJPO UP QPMBSJTBUJPO SPUBUJPO VOEFS QBS�
UJDVMBS DPOEJUJPOT� 5IJT JT OPUBCMZ USVF GPS VOEFSEFOTF QMBT�
NBT JO B GSFRVFODZ CBOE CFMPX UIF JPO DZDMPUSPO GSFRVFODZ
XIFSF QPMBSJTBUJPO ESBH JT FOIBODFE� &YQMPSJOH UIJT GVSUIFS XF
TIPXFE UIBU UIJT FGGFDU�JG DPOUSPMMFE�DPVME MFBE UP VOJRVF
OPOSFDJQSPDBM QSPQFSUJFT BU 5)[ GSFRVFODJFT PQFOJOH PQQPS�
UVOJUJFT GPS UIF EFWFMPQNFOU PG DPNQBDU XBWFMFOHUI�BHJMF JTPM�
BUPST VTJOH SPUBUJOH NBHOFUJTFE QMBTNBT� *O BEEJUJPO UP MBCPS�
BUPSZ FYQFSJNFOUT XF BMTP TIPXFE UIBU QPMBSJTBUJPO ESBH JO
QMBTNBT NBZ BMTP CF PG JNQPSUBODF JO BTUSPQIZTJDT BOE NPSF
QBSUJDVMBSMZ GPS QVMTBS QIZTJDT� .PSF TQFDJàDBMMZ QVMTBS QPMBS�
JNFUSZ JT BNPOH PUIFS UIJOHT SPVUJOFMZ VTFE UP JOGFS HBMBDUJD
NBHOFUJD àFMET BOE JU JT TIPXO UIBU GBJMJOH UP BDDPVOU GPS UIJT
OFX FGGFDU JO UIF NBHOFUPTQIFSF UIBU JT HFOFSBMMZ BTTVNFE UP
CF DP�SPUBUJOH XJUI UIF QVMTBS DPVME MFBE UP FSSPST JO NBH�
OFUJD àFME FTUJNBUFT� 'PSUVOBUFMZ XF TIPXFE UIBU UIF EJG�
GFSFOU TJHOBUVSFT PG QPMBSJTBUJPO ESBH BU MPX PCTFSWBUJPO GSF�
RVFODJFT DPVME FOBCMF EJTBNCJHVBUJOH UIJT FGGFDU JO QVMTBST�
TJHOBM�

4FDPOE JU JT EFNPOTUSBUFE UIBU UIF QIFOPNFOPO PG JNBHF
SPUBUJPO UIBU JT UIF SPUBUJPO PG UIF USBOTWFSTF TUSVDUVSF PG B
XBWF JO UIF QSFTFODF PG SPUBUJPO XIJDI IBT CFFO LOPXO UP
PDDVS JO JTPUSPQJD EJFMFDUSJDT JT BMTP GPVOE GPS B OVNCFS PG
MPX GSFRVFODJFT NBHOFUJTFE QMBTNB XBWFT JO SPUBUJOH QMBT�
NBT� +VTU BT QPMBSJTBUJPO ESBH BSJTFT GSPN B QIBTF TIJGU JOEVDFE
CZ SPUBUJPO CFUXFFO FJHFONPEFT XJUI PQQPTJUF 4". JNBHF
SPUBUJPO JT BMTP TIPXO UP SFTVMU GSPN B QIBTF TIJGU JOEVDFE

CZ SPUBUJPO CVU UIJT UJNF CFUXFFO FJHFONPEFT XJUI PQQPTJUF
0".� "MUIPVHI UIF JNQMJDBUJPOT PG UIJT FGGFDU PG SPUBUJPO PO
UIF XBWF�T 0". BSF ZFU UP CF VODPWFSFE UIF GBDU UIBU JNBHF
SPUBUJPO SFTVMUT POMZ GSPN SPUBUJPO BOE OPU GSPN UIF NBHOFUJD
àFME JUTFMG DSFBUFT PQQPSUVOJUJFT GPS UIF EFWFMPQNFOU PG OFX
QMBTNB SPUBUJPO EJBHOPTUJD UPPMT�

5P DPODMVEF UIF JOUFSQSFUBUJPO PG QPMBSJTBUJPO ESBH BOE
JNBHF SPUBUJPO JO QMBTNBT BT UXP EJGGFSFOU DPVQMJOH NFDI�
BOJTNT CFUXFFO UIF XBWF�T TQJO BOE 0". DPNQPOFOUT� BOE
NFEJVN�T SPUBUJPO QSPQPTFE IFSF PQFOT B OVNCFS PG OFX
SFTFBSDI EJSFDUJPOT� " QBSUJDVMBSMZ JOUFSFTUJOH QSPTQFDU XJMM CF
UP FYUFOE UIJT XPSL CZ DPOTJEFSJOH POMZ UIF SFBDUJWF SFTQPOTF
PG B SPUBUJOH QMBTNB UP OPX JODMVEF UIF BDUJWF 	PS SFTPOBOU

SPUBUJOH QMBTNB SFTQPOTF� 6OEFSTUBOEJOH BDUJWF DPVQMJOH XJMM
JOEFFE IFMQ BEWBODF PVS DPNQSFIFOTJPO PG UIF QSBDUJDBMJUZ
PG VTJOH XBWFT UP DPOUSPM QMBTNB SPUBUJPO <��m��> XIJDI
IPMET QSPNJTF CPUI GPS BMUFSOBUJWF GVTJPO DPODFQUT <�� ��>
BOE GPS QMBTNB NBTT TFQBSBUJPO BQQMJDBUJPOT <�� ��>� *U XJMM
BMTP QSPWJEF UIF UPPMT UP TUVEZ IPX XBWFT DBO HFOFSBUF NBH�
OFUJD àFMET <��> XIFO SPUBUJPO JT QSFTFOU QPTTJCMZ TIFEEJOH
MJHIU POUP UIF DPNQMFY JOUFSQMBZ CFUXFFO SPUBUJPO BOE NBH�
OFUJD àFME EZOBNJDT PCTFSWFE BDSPTT NBOZ FOWJSPONFOUT JO
BTUSPQIZTJDT <�� ��>� "OPUIFS NPUJWBUJOH QSPTQFDU JT UP FYUFOE
UIJT XPSL UP NPSF HFOFSBM HFPNFUSJFT OPUBCMZ UP DBQUVSF NPSF
SFBMJTUJDBMMZ UIF JODMJOFE SPUBUPS DPOàHVSBUJPO UIBU JT DIBSBD�
UFSJTUJD PG QVMTBST�

%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU

5IF EBUB UIBU TVQQPSU UIF àOEJOHT PG UIJT TUVEZ BSF BWBJMBCMF
VQPO SFBTPOBCMF SFRVFTU GSPN UIF BVUIPST�

"DLOPXMFEHNFOUT

3( BDLOPXMFEHFT UIF TVQQPSU PG UIF 'SFODI "HFODF /BUJPOBMF
EF MB 3FDIFSDIF 	"/3
 VOEFS (SBOU "/3����$&�������
	1SPKFDU 8B31
� 5IF BVUIPST XPVME BMTP MJLF UP UIBOL +VMJFO
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